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jπ:  
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111

)(
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j PP ππ  

  הוא וקטור סטציונרי πבצעד הבא נראה ש 

∑∑∑
=

∞→
=

+  →≥=
s

k
kikn

s

k
ki

n
ikki

n
ik

n
ii PPPPPP

11

)()()1( π  

iאבל 
n

iiP π→+ ∑ לכן )1(
=

≥
s

k
kiki P

1
ππ  

∑ נקבל s→∞כעת כאשר 
∞

=

≥
1k

kiki Pππ  

∑∑∑∑∑∑כעת נסכם 
∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

==≥
1111 11 k

k
i

ki
k

k
i k

kik
i

i PP ππππ)   1המעבר האחרון כיוון ש=∑
i

kiP( 

=∑ כלומר iלכן קיים שוויון עבור כל 
k

kiki Pππ ו π הוא וקטור סטציונרי  . 
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ππ הוא וקטור הסתברות מכיוון ש πנראה ש  =M נובע שעבור כל n ππ =nM לכן 

∑∑∑
∞

+==

+≤=
1

)(

1

)()(

sj

n
jij

s

j

n
jij

j

n
jiji PPP ππππ 

εππεπππ  נקבלs→∞לכן עבור  +≤+≤ ∑∑
∞

== 11 j
ji

s

j
jii  

∑ נקבל ε<0מכיוון שזה נכון עבור כל 
∞

=

≤
1j

jii πππ  

∑ נקבל iπ<0מכיוון ש 
∞

=

≤
1

1
j

jπ  

 ,  הוא יחיד πנראה ש 
')','(...,יהי  21 πππ ''תקיים מ.  וקטור סטציונרי = ππ =nM 

∑∑∑ולכן 
==

∞

=

→≥=
s

j
ji

s

j

n
jij

j

n
jiji PP

11

)(

1

)( ''' πππππ 

i ונקבל s→∞ נשאיף את 
j

jii ππππ =≥ ∑
∞

=1
''  

1'1 ונקבל  iנסכם על 
1

=≥= ∑∑
∞

=
i

i
i ππ  

∑∑לכן מתקיים שיוויון 
∞

=

∞

=

=
11

'
i

i
i

i ππ כל כלומר עבור ,  ומוכרח להתקיים שוויון בכל האיבריםi ii ππ =' 

 
 : המקרה המחזורי 

 : נחלק את מרחב המצבים למחלקות שקילות באופן הבא  . dנשנית ובעלת מחזור ,  מטריצה אי פריקהMתהי 
)(0 אם ∋0Cj:  באופן הבא 0Cנגדיר מחלקה  , 0iנבחר במצב  >n

ijP רק עבור mdn = .  

1C  מוגדר כמחלקת המצביםj ,  כך שאפשר לעבור מi ל j 1  רק ב+md באופן כללי עבור .  צעדיםlC , 
1,...1,0 −= dl היא מחלקת המצבים j0 לעבור מ  כך שאפשרiל  j ב lmd  .  צעדים+
 

 זרות  ומקיים שאם lCהמחלקות  :  9משפט 
1l

Ci∈ ו 
2l

Cj∈אז אפשר לעבור מ iל j 12 רק ב llmd  .  צעדים+−
 )קלה: (הוכחה 
10 מחלקות ארגודיות d נובע שהיא מתפרקת ל 9זוהי מטריצה סטוכטית וממשפט , dMנן בנתבו ,... −dCC . כל מחלקה היא אי-

 . מחזורית
i , iמחזורי נקבל שקיים עבור כל - למקרה האי8לכן לפי הוכחת משפט 

md
iiP π̂lim )( =  

כן אם -כמו
1l

Ci∈ ו 
2l

Cj∈ קיים j
llmd

ijP π̂lim )( 12 =−+  
 

 :  למקרה המחזורי 8המשך הוכחת משפט 
idiנגדיר  ππ ),(..., ונראה ש =1ˆ 21 πππ  .  במקרה הנשנה חיובית,  הוא וקטור הסתברויות סטציונריות יחיד=
∑=1ברור ש , ראשית

i
iπ . נראה ש , שניתπיש להראות .  סטציונרי∑∑

∈

==
0Ci

ijj
i

ijij PP πππ  

00עבור )  כ"בה (∋1Cj, אם Ci ∑ נתבונן ב ∋
∈

+ =
0

0

)()1(

Ci
ij

md
ii

md
ij PPP  
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jמכיוון 
md

ijP π̂)1(  )  מחזורי-כמו בהוכחת המקרה האי (+→

∑ שני אגף ימין שואף ל ומצד
∈ 0

ˆ
Ci

iji Pπ  

=∑מקבלים  ijij Pππ ˆˆ  

 .  ונקבל את משוואת הסטציונריות ולבסוף נעיר שהוכחת היחודיות דומה לגמרי למקרה הלא מחזוריdנחלק ב
 

 : הוכחה אלטרנטיבית למקרה המחזורי 
ˆ)ˆ,ˆ(...,הוקטור  21 πππ   lC ועבור כל מחלקה מחזורית dM עבור  הוא וקטור סטציונרי=
ˆ1מתקיים  =∑

∈ lCi
iπ נראה ש π̂ הוא גם וקטור סטציונרי עבור M . 

MMMMMMמתקיים  ddd ππππ ˆˆˆ 1   . dM הוא וקטור סטציונרי על Mπ̂ כלומר +===
 מהוה וקטור סטציונרי עבור lC מקיים שקבוצת הרכיבים השייכים למחלקה ציקלית dMנשים לב שכל וקטור סטציונרי עבור 

 . שנית חיוביתלא מחזורית ונ, פריקה-דהיינו מטריצה איlCהמטריצה המתאימה למחלקה 
 .  והוא יחיד1אם הוקטור המתאים הוא וקטור הסתברויות כלומר סכום הרכיבים , ולכן 
Mππ הוא וקטור הסתברויות לכן Mπ̂ הוא וקטור הסתברויות וגם lC מוגבל לπ̂אבל  ˆˆ  .  ולכן בכללlCלקה  עבור כל מח=

 כך ש π נותנת וקטור dחלוקה ב 
d

i
i

ππ
ˆ

 .  הוא וקטור הסתברויות סטציונרי=
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 : מספר סופי של מצבים 
M מספר סופי של מצבים,  מטריצה סטוכסטית . 

 . כל מצב ארגודי הוא נשנה חיובית : משפט 
Cji   מחלקה ארגודית של מצבים Cתהי : הוכחה  11 אז ,∋ )( = →= ∑∑

∈
∞→

∈ Cj
jn

Cj

n
ijP π)  המעבר לגבול כיוון שהסכום

 )סופי
0 אחד 0jלכן לפחות עבור 

0
>jπ ולכן עבור כל j 0>jπ  

 
 . לפים של השרשרתהמצבים הלא ארגודים הם המצבים החו

 
jiC:  מתקיים d מחזור ∋Cj מצב ארגודי j מצב חולף וiאם  : משפט

nd
ij fP π=)(lim  

  C לאחד המצבים של i היא ההסתברות להגיע אי פעם מiCfכאשר 
 

0lim חולף  jבמקרה ש  )( =n
ijP  

n)(נסמן : הוכחה 
iCf את ההסתברות להגיע מ i  למצב ב  C בפעם הראשונה כצעד ה n- י 
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ij fP π≤)(lim 
 
 

 קב מצבים סופית אז לא כל המצבים חולפים: טענה 
 מצבים סופית היא נשנית ' ריקה ומעל קבשרשרת אי פ: מסקנה 

 
 לא משנה מצב המוצא תמיד נבקר במצב מסויים מספר אינסופי של פעמים אין תלות –פריקה נשנית -בשרשרת אי, נשים לב

 .במצב התחלתי
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 ) Branching Processes(תהליכי הסתעפות  
 : נדון בתהליך המרקובי הומוגני הבא 
]|[הסתברויות המעבר . מים האי שלילייםמרחב המצבים הוא המספרים השל 1 mXXP nn  משתנים m מתפלגת כסכום של +=

nzzמקריים   m=0 עבור m≤1זאת במקרה ש . ת ושווי התפלגות המקבלים ערכים שלמים אי שליליים " ב1...,
1]0|0[ 1 ===+ nn XXP 
 
zziיח שהתפלגות ננ mPmzP  היא קבועה ונסמן = == 00 ומתקיים ][ >P , 110 <+ PP  

 " 0"השרשרת היא בעלת מצב ארגודי יחיד 
10נניח לשם פשטות " nגודל האוכלוסיה בזמן  "- nXנקרא לערך של  ≡X  

∑ נסמן nXנחשב את התוחלת של 
∞

=

==
1

)(
n

nnPzEµ , )(2 zVar=σ  

n : משפט
nXE µ=)(  

10 המשפט נובע מההנחה n=1עבור : הוכחה  ≡X .  
)())|(()(נוכיח באינדוקציה  11 µnnnn XEXXEEXE == ++  

 

 : משפט
1

)(
112

2

−
−

=
−−

µ
µµσ

nn

nXVar 12 כאשר ≠σ  

n=1 , 2עבור : הוכחה 
1)( σ=XVar  
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)(µ , 2=1עבור  : משפט σnXVar n =  

 ) קלה : (הוכחה 
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 )Extinction(ת הכחדו
 נקרא הכחדות  , nX=0 סופי nהמאורע שעבור איזשהו 

 

∑ , Z את הפונקציה היוצרת של המשתנה gנסמן ב 
∞

=

=
0

)(
n

n
ntptg  

 
αα)( מקיימת את המשוואה α ההסתברות להכחדות אז αתהי  : משפט g= 

 צאצאים שכל אחד מהם מתחיל תהליך הסתעפות בלתי תלוי בשאר m≤1בדור הראשון או שיש הכחדה או שיש : הוכחה 
כ מקבלים "סה , αהצאצאים וכל אחד מהתהליכים הוא בעל אותה הסתברות הכחדה 

)(....2
210 ααααα gpppp m

m =+++++= 
 

  הוא תמיד פתרון x=1,  יש פתרון אחד או שניים g(x)=xלמשוואה  : משפט
ξα אז ξ>1אם קיים פתרון נוסף  . α=1 הוא פתרון אז יהי  x=1אם  =  

  nXלפני שנעבור להוכחה נמצא ביטוי לפונקציה היוצרת של 
gg: פי ההגדרה ל x =

1
 : nX+1 באמצעות הפונקציה היוצרת של nX נבטא את הפונקציה היוצרת של 

))(()())(())|(()()(
1

1

0

)1(
1 tggtgptgEXtEEtEtg

n

nnn

n X
m

mn
m

X
n

XX
X −

− ===== ∑
∞

=

−
− 

)1(כאשר סימנו 
1 ][ −
− == n

mn PmXP  
))(()(לכן באינדוקציה נקבל  )2(

2
tgtggg X == 

)())(....( n
X ggggg

n
== 

 
αα: הסדרה : הוכחת המשפט  →== nnXP ]0[)0(מאחר ש  , ]0[ )(n

n gXP ==  
=≥ξ הוא הפתרון הקטן ביותר ξ אם ξ≤)0(ngנראה ש  0)0( Pg  

)0())0((ובאינדוקציה  )()1( nn ggg ξξ לכן += =≤≤+ )()()0( )(
0

)1( gpgg nn .  
)1(1 קמורה ו gמאחר ו =g 0(0 ו( 0 >= Pg הרי שלישר y=x יש לכל היותר עוד נקודת חיתוך עם  )(xyy =  

 
  µ<1 אםם α>1 : משפט

 : הוכחה 

ξξα)( אז α>1אם . א g== 1 ואז
1

)()1(
=

−
−
ξ
ξgg  

>>1ולפי משפט ערך הביניים קיים  ςξ כך ש )(' ςf .  מכיוון שf לכן ! ) לא ליניארית ( קמורה נגזרתה עולה ממש
1)1(' >= gµ 

')1(1נניח . ב >g 11 אז מכיוון ש
01

)0()1(
0 <−=

−
− Pgg נקודה (0,1) קימת בקטע ς שבה הנגזרת )(ςgלכן  . 1 שווה ל

ξξ

ξξ
ξ
ξ

<

−>−⇒>
−
−

)(

1)(11
1

)()1(

g

ggg
  

ξξ יש נקודת ביניים שבה מתקיים g(0)=0מכיוון ש  =)(g  
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 תהליכי מרקוב בזמן רציף 
≥>∞ , X(t)מ "אוסף של מ t0 נקרא תהליך בזמן רציף  

 
 . 'קריאות טלפון וכו, תאונות דרכים, אקטיבית-מתבוננים בהתרחשות מסוג מסוים כגון התפרקות רדיו, נתחיל מתהליך מניה 

X(t) הוא מספר ההתרחשויות ברווח   [0,t] 
 :  מתקיימות ההנחות הבאות  אםλ<0תהליך מניה יקרא תהליך פואסון בעל פרמטר 

 X(0)=0. א
1)(])(|)([. ב ntXnhtXPhoh ==+=+−λ 
)(])(1|)([. ג ntXnhtXPhoh =+=+=+λ 
)(])(1|)(0[. ד =+>+= tXnhtXPho 
nnעבור כל סדרת זמן . ה ststst <≤<≤< })(){(ים -מ" המ2211... ii tXsX  ת " ב−
 

}){(אם  : משפט tX תהליך פואסון עם פרמטר λ אז התפלגות X(t) היא התפלגות פואסון עם פרמטר tλ . כלומר :

λλ t
k

e
k
tktXP −==

!
)(])([ ,k=0,1,2,... 

],( רווחים שווים n ל[t,0]נחלק את הרווח : הוכחה  1
n
it

n
i t− i=1,...n 

 n→∞האלה יהיו יותר מהתרחשות אחת שואפת לאפס כאשר שבאחד האינטרוולים , Eראשית נראה שההסתברות 

Υי היתה יותר מהתרחשות אחת -i את המאורע שבקטע הiEנסמן ב
n

i
iEE

1=

 ולכן =

0)()()()(
11

→==≤ ∑∑
==

n
t

n

i
n
t

n

i
i nooEPEP  

 לא היתה יותר מהתרחשות אחת  כך שבשום קטע [t,0] התרחשויות בקטע kכעת נחשב את ההסתברות של 
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 בניה של תהליך פואסון 
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 : בים מנייה של מצ-סופי או בן' מס, תהליכי מרקוב בזמן רציף 
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 : הסתברות סטציונריות 
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 מימד-הילוך מקרי סימטרי בתלת: נספח 
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